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Informations sur le sujet de I'épreuve

Durée de I'épreuve : 1h30

Epreuve notée sur : 20 points

Document(s) autorisé(s) : O oui X non

Calculatrice autorisée : O oui X non
Remarques

Le sujet est constitué de deuz exercices et un probleme indépendants.

Pour chaque question de Uépreuve, veuillez noircir (comme ceci B) la (les) bonne(s) réponse(s)
sur la feuille de réponse ci-jointe.

Les questions faisant apparaitre le symbole & peuvent avoir une ou plusieurs bonnes réponses.
Des points négatifs seront affectés aur mauvaises réponses.

Uniquement les feuilles de réponses correctement remplies seront corrigées.

Début du sujet sur la page suivante
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Exercice 1

0 a a2
1
On considére la matrice A = - 0 a ou a est un réel non nul.
T 1
= = 0
a? a

Question 1  Le déterminant de A vaut

1 0 car il n'y a que des 0 sur la diagonale

[B] 2 D] a

Question 2 La matrice A% vaut

A+ 215 (1) a? at
) 0 (12
T 1
a a2’
24 D] A+1;
Question 3  La matrice A
n’est pas inversible car son déterminant est —i —a —a?
1
m est inversibleet A= = | —— —1 —a
¢ 1 .
= -
_ 2 1 1
1 11 a a 0 - =
B est inversibleet A=1 = = -~ -1 a est inversible et A7 = 14
2 ¢ a 0 -
1 a
2 a -1 a?> a 0

Exercice 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note M., (C) 'ensemble des matrices carrées nxn

dont les coefficients sont des nombres complexes. Soit A = (ai;), <, ;<,, une matrice de M, (C) qui
<ig<

vérifie la propriété suivante, que 'on note P(m) avec m un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Pim) : A"+ A™ '+ 4+ A+I,=0,
O,, étant la matrice nulle et I, la matrice identité.
Question 4 & On établit que :

A est inversible, d’inverse A"
A est nilpotente d’indice k, c’est-a-dire : Ik € N* tel que : A¥ = O,, et A*=1 £ 0,
A n’est pas inversible

@ Aucune de ces réponses n'est correcte.
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2t+1 +¢4+1 —2-—-1
Question 5 & La matrice A = 0 7 0
204+2 2i4+2 —1—2

1+2 1—i —1+43
Admet pour inverse : A7 = 0 1 0
2—-2i 2—-2i i+2

Vérifie P(3)
1-20 1—¢ —-141
A pour inverse : A7 = 0 —1i 0
2—-2i 2—-2i i—2

@ Aucune de ces réponses n'est correcte.

Question 6 )\ étant un nombre complexe non nul, en s’inspirant du résultat

— =55 (5)
A

appliqué aux matrices, on démontre que, A nilpotente d’indice m implique que A — AT
N’est pas inversible
Est inversible d’inverse (A — Al,)™1 = = A7, —A72A4 — ... — x7mAmL
Est nilpotente
@ Est la matrice nulle

Probleme : Equation différentielle de Bessel
Motivations

L’équation différentielle de Bessel joue un réle important en physique mathématique, ou elle
intervient, par exemple, dans des problémes de conduction de la chaleur, d’électromagnétisme, de
télécommunication, de mécanique vibratoire, d’astronomie, de mécanique quantique ou encore de
diffraction.

L’équation différentielle de Bessel joue un role fondamental dans les problemes a symétrie
cylindrique.

Les solutions, appelées “fonctions de Bessel”, possédent certaines analogies avec les fonctions
trigonométriques, comme leur caracteére oscillant.

Il est donc essentiel de connaitre et de maitriser les fondamentaux mathématiques sous-jacents
a cette équation.

Notations générales

Dans tout le probléme, a est un réel strictement positif et D est 'espace vectoriel des fonctions
A valeurs réelles définies et de classe C! sur l'intervalle |0, a].

Partie 1

Soit f € D.

On suppose qu’il existe un réel v > 0 tel que ¢ € R — 7 f/(t) soit intégrable sur l'intervalle
10, a].
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On suppose qu’il existe un réel o > 0 tel que t € R — 2 f’2(t) soit intégrable sur l'intervalle
10, a].
Question 7 & Siy =0 alors :

hmof(z) = +00 f est bornée sur |0, a
r—
[D] lim f(z) e R
z—0
IE Lhi?af(f) = +00 Aucune de ces réponses n’est correcte.

Question 8 & Soit ¢t €]0, a]. Siy > 0 alors :

u+— u”Y f(u) est bornée sur |0, a] O] & ()| < | f(a)| +/au7‘f(u)‘ "
twf(t>|<awf<a>|+/0 | f(u) | du

Aucune de ces réponses n’est correcte.

t”f(t)|<cﬂf(a)|+/0au7|f’(u)|du

Question 9 Soit ¢ € RT*. Pour cette question, on pourra faire usage de lintégrale
tg tD
/ u7|f’(u)|duoﬁtoe}o,a[telque/ uw | f(u)| du <e. Sivy >0 alors :
Ji Jo
I f)] <e lin&t”f(t) n’existe pas
t—s
T - - —
im £7f(1) = +o0 D] 1tim 7 f(t) =0
In(¢
Question 10  Pour cette question, on considere f : ¢ —— 7# et on choisit § €]1, 2[. On a
alors :
lim t>70f(t) = —o0 lim 270 f(t) = +o0
t—0t t—0t
@ tlimoﬂf‘;f(t) =0 @ . lirré+t2*‘sf(f) n’existe pas
— —

1
Question 11 Sia € {0, 3 [ alors :

f admet une limite en 0 et on peut déterminer cette valeur limite
/" admet une limite en 0 et on ne peut pas déterminer cette valeur limite
f n’a pas de limite en 0

@ f admet une limite en 0 et on ne peut pas déterminer cette valeur limite.

1
Question 12 & Soit 0 <t <ty <a. Sia> 3 alors :

to 1—2a to
[ 7] < \/ |
ua_%f(u) — 0

t—0t

to t1—2a to
/t fu)du| < 20471/0 w2 (u) du

IE Aucune de ces réponses n'est correcte.
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Question 13 & Soit § > 0. Si «a € [0, +oo[ alors :

o= (1) | < g 1290 g )

t —s t*~ 219 f(¢) est intégrable sur Vintervalle |0, a]
1 1
to‘f%+5|f/(t)| < 5 {t%l + thO‘f’(t)}

[D] ¢ — t*= 29 f/(¢) est intégrable sur lintervalle |0, a]

Aucune de ces réponses n’est correcte.

Partie 2

1
Dans toute la suite de ce sujet, a est un réel fixé et appartenant a 'intervalle ] 0, 3

On note par € Pensemble des fonctions f € D telles que t — 2% f2(t) soit intégrable sur
I'intervalle |0, a].
On note par F l'ensemble des fonctions f € D telles que ¢ —s 272 f2(t) et t —s 12 /(1)
soient toutes deux intégrables sur I'intervalle |0, a].
On note par G le sous-ensemble de F défini par la condition supplémentaire f(a) = 0 vérifiée
pour toute f € G.
Question 14 & On a:
& est un espace vectoriel
& est un sous-espace vectoriel de D
& est un espace vectoriel et F et G en sont des sous-espaces vectoriels
@ & n’est pas un espace vectoriel

Aucune de ces réponses n’est correcte.

Question 15 & On munit £ de la forme bilinéaire (f, g) — (f|g) = / 12 f(t) g(t) dt.
0

On peut affirmer que :

Cette forme bilinéaire est la norme d’un produit vectoriel
Cette forme bilinéaire n’est pas un produit scalaire

Cette forme bilinéaire est symétrique

@ Cette forme bilinéaire est un produit scalaire.

Aucune de ces réponses n’est correcte.

Question 16 & Soit f € £. On note || f || la norme associée a la forme bilinéaire (f,g) — (flg)-
Soit n un entier naturel supérieur ou égal & un. On considere la suite (f,)n>1 des fonctions définies

par f,(t) = (a —t)tzt% . On a alors :

fneé [D] (fu)n>1 ne converge pas dans €
(fn)n>1 converge dans €
n¢é& Aucune de ces réponses n’est correcte.
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Question 17 &  Soit p un réel fixé. Pour tout réel A > 0, on considere sur |0, a] 1’équation
différentielle :

E\ : y”-i—2 ()\——)y—()

Sans chercher a la résoudre, on suppose qu’elle admet une solution ¥, € F.
On considere t — 22724, (t). On a alors :

L) = pte (1) — M (1) — 20t (1)
t — t2T29), () n’est pas intégrable sur |0, a|
t — 1227295 (¢) est intégrable sur |0, a]

[D] r2e2402(1) < 4 (p2t2a—2¢§(t) FAZE2OR2Y2 (1) 4 4a2t2a¢;2(t))

Aucune de ces réponses n'est correcte.

Question 18 & Pour toute fonction f € F, on pose x = ¢4 f. On a alors :

[A] £ — 2971\ (t) est intégrable sur |0, a] D] tlimotmw;(t),f(t) =0
—
[B] t — t2y/(¢) est mtegrdble sur |0, a]
€] hm 2Pl f(t) = Aucune de ces réponses n’est correcte.

Question 19  Soit p un réel différent de A\. On suppose que la solution ¥y de F) appartient en
fait & G et que ’équation £, admet une solution 1, € G. On a alors :

(& 22 (10, (8) = - (12 (i (6) — 6 (B005))
P (D) = ﬁ% (122 (0 (0) — v (U3 (0))

> =
,_.g,l&

22 (E)Yu(t) = (A = u)jt (2 (¥ (@)wyi (1) — v (¥L(1)))
[D] 2ox ()9 (t) = Lt GRUNOUAGEEMGLNG))

Question 20 &  Soit p un réel différent de A. On suppose que la solution 3, de F) appartient
a G et que I'équation E, admet une solution 1, € G. Soient 7 et s deux réels. On note par 6, ; le
symbole de Kronecker qui vaut 1 si 7 = s et qui vaut 0 si r # s. On a alors :

(i) = —— [ (ea(O)v(0) = b (A ()],

(Yulton) = 1
(Vulton) =0

[D] Aucune de ces réponses n'est correcte.

Partie 3

On suppose désormais que a = 7 et que p = o — a2

| =
[—

, avec toujours t € } 0,
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Question 21 On note par 0 les fonctions, sans zéro, & valeurs réelles et de classe C? sur RH*
telles que le changement d’inconnue y = 0z remplace I'équation différentielle F, par une autre
équation différentielle vérifiée par z. L’équation différentielle en z est :

/ J—
92"+<0'+a70>z'+ {6”+2ate +<>\—1t—2a)0} z=A
2000/ 1—
@ 0w (09 o oo 204 (3202 ] g

$+2
200/ 1-
9z”+2(9/+a79>z’+[9”+ 029 +(/\—¥ 9} z=0
2 / 21_
@02”—1—2(8/—&-&70)2’-1—[9”—&— O;0+<)\_¥>9:|Z:0

Question 22 & On souhaite que I’équation différentielle vérifiée par z soit linéaire, & coefficients
constants et sans terme en 2’. Pour cela, on note :

9 « 1 2000’ a— a?
A= 42 B=_(g" _
9+t et 9(9—1— " +()\ e )9)
Soit ¥ € R On a alors :

0(t) = vt et 0:t—st=

2 s
0:t—t® @ Aucune de ces réponses n’est correcte.

Question 23 & On souhaite intégrer ’équation différentielle . On fait le choix de poser
0 :t— t~™. On impose que les solutions y € F. On pose A > 0, et on considere b un nombre
réel. On a alors :

L’intégrabilité de 22232 (t) n’est assurée que si V Aty = 0 [n]
y(t) = bt~ sin <«/X(t - to))

L’intégrabilité de t2*~2y2(t) n’est assurée que si vV Aty = g [7]
[D] y(t) = bt—2sin ()\\/Xt)

Aucune de ces réponses n'est correcte.

2
Question 24 Soit n € N*. On pose @, : t — 4/ =t~ *sin(nt). Avec ¢,, € G. On consideére la
\V 7

suite orthonormale (¢,)n>1. On considere la fonction f € £ définie par f(t) = ¢~*. Puis, Vn > 1,
on pose fr, = (f|¢n). Soit p € N. On a alors :

~ ~

fo =0 si n=2p fn = 0 sion=2p
ﬁL: N 2 ﬁ’: -~ 2 2
fo = \/;(2p+l)2 st n=2p+1 fo = \/;2p~|—1 st n=2p+1
fn = 0 si n=2p fn = sz si n=2p
B fH={ . D] 7. = i
fo = \/§2p+1 st n=2p+1 5= 0 si n=2p+1
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Question 25 & On note par S la série > fncpn. Dans ce cas :
n>1

La série S converge uniformément sur |0, 7 |
La série S converge vers f au sens de la norme de £
La série S converge simplement sur |0, 7 [

@ Aucune de ces réponses n'est correcte.

— t—QO/,

Question 26 On considére la fonction g € G définie par g(t) . Puis, Vn > 1, on pose

In = (glpn). On a alors :

o1 — cos(u) o1 — cos(u)
0. ~ P S a+1 = ~ a
In </o pER du) n In (/0 Tta du) n

n—>—+o0o n—-+oo
o1 — cos(u) o too1 — cos(u)
-~ " I~ N a—1
gn n—r)eroo (/(; u1+"‘ du) ﬁ @ gn n;;roo (A UlJra du) " @

Question 27 & On a:

La série de terme général g,, diverge [D] La série de terme général g2 diverge
La série de terme général g, converge

La série de terme général g2 converge Aucune de ces réponses n’est correcte.

Question 28 & On considére une série absolument convergente de terme général réel ~,,, avec

n € N*. On note par S, la série (Z%mn)n?l. Dans ce cas :

La série S., converge uniformément sur |0, 7 |
La série S., converge simplement sur |0, 7 [

La série S, converge normalement sur [g -1, % +2 }

@ Aucune de ces réponses n’est correcte.

Question 29  On note par k la somme de la séric S, = (Z%%) oy On cherche les solutions,
n>1

sur |0, 7 [, de ’équation différentielle :

2a a—a?
E . " - /_ — k
v+ =y =Y
Les solutions de E recherchées appartiennent a ’ensemble G. On suppose qu’il existe une fonction
“+o0
h= Zﬁnapn, ou f3, € R pour tout n € N*, qui soit solution de F sur |0, 7 [. On admet que ' et
n=1

L' peuvent étre obtenues par dérivation, terme & terme, de I'expression de la série exprimant h.

On a:
1

2
ﬂn = (ﬁ) 6n = n27n Bn = _E'Yn @ Bn = _nyn

n
Question 30  On a:

[h(t)] < O(n) [ (@)
|

<O
[on ()| < On?) [D] |0 (t)

| FIN DU SUJET|
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Feuille de réponses de MATHEMATIQUES

Les réponses aux questions sont a donner exclusivement sur cette feuille : les
réponses données sur les feuilles précédentes ne seront pas prises en compte.

[0] [o] [o] [0]
ENNERIERIRY
[2] 2] 2] 2]
ENEIEIE
[4] (4] [4] [4]
HBEE
[6] [6] [6] [c]
[ @[
B1 8] 8] 8]
[9] 9] [9] [9]

Question 1 :
Question 2 :
Question 3 :
Question 4 :
Question 5 :
Question 6 :
Question 7 :
Question 8 :

Question 9 :

Question 10 :
Question 11 :
Question 12 :
Question 13 :
Question 14 :
Question 15 :

Codez votre numéro de candidat ci-contre chiffre par chiffre en
noircissant les cases (comme ceci W), puis complétez I’encadré.

Question 16 :
Question 17 :
Question 18 :
Question 19 :
Question 20 :
Question 21 :
Question 22 :
Question 23 :
Question 24 :
Question 25 :
Question 26 :
Question 27 :
Question 28 :
Question 29 :
Question 30 :

[= =] [=]

FEEEEEEEEEEEEEE
[=]

FEEEEEPPEREEREE
AEEEEEREEEEEEREEE
Sl EEEEEEEEE
= = = =] (=]
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